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CAPITOLO 6
Spazi di Hilbert (reali)
6.1 Spazi di Hilbert (reali)
SiaH uno spazio vettoriale reale.
Unprodotto scalare suH e` un funzionale reale ( · | · ) : H×H → Rbilineare simmetrico
e definito positivo (i.e. (u|u) ≥ 0 ∀u ∈ H e (u|u) > 0 ∀u ∈ H \ {0}).
Un prodotto scalare verifica la
Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:
|(u|v)| ≤ (u|u) 12 (v|v) 12 ∀u, v ∈ H.
A partire dal prodotto scalare su H possiamo definire la seguente norma (come si
verifica facilmente tenuto conto, per la proprieta` triangolare, della disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz),
|u|H := (u|u) 12 ∀u ∈ H
detta norma di Hilbert (in quanto associata a un prodotto scalare).
Osservazione. La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz implica che, fissato v ∈ H , il
funzionale u ∈ H → (u|v) ∈ R e` lipschitziano di costante |v|H .
Ricordiamo anche la
Identita` del parallelogramma:∣∣∣∣u+ v2
∣∣∣∣2
H
+
∣∣∣∣u− v2
∣∣∣∣2
H
=
1
2
(|u|2H + |v|2H) ∀u, v ∈ H.
94 Introduzione alle Equazioni a Derivate Parziali Lineari
H si dice spazio di Hilbert (reale) se e` uno spazio vettoriale reale munito di un
prodotto scalare, completo rispetto alla norma di Hilbert | · |H .
Esempi.
• Per L2(Ω)munito del prodotto scalare
(u|v)2 :=
∫
Ω
u(x)v(x) dLN (x) ∀u, v ∈ L2(Ω)
si ha
‖u‖2 = (u|u)
1
2
2 .(
L2(Ω), ‖·‖2
)
e` uno spazio di Hilbert.
• PerW 1,2(Ω) (cfr. Capitolo 7) munito del prodotto scalare
(u|v)1,2 : = (u|v)2 +
N∑
i=1
(
∂u
∂xi
∣∣∣∣ ∂v∂xi
)
2
=
∫
Ω
u(x)v(x) dLN (x) +
∫
Ω
∇u(x) · ∇v(x) dLN (x) ∀u, v ∈W 1,2(Ω)
si ha
‖u‖1,2 =
(
‖u‖22 + ‖∇u‖22
) 1
2
= (u|u) 121,2 .(
W 1,2(Ω), ‖·‖1,2
)
e` uno spazio di Hilbert.
• Ovviamente ancheW 1,20 (Ω) e` uno spazio diHilbert, e seΩ e` limitato, inW 1,20 (Ω)
si puo` assumere come prodotto scalare (tenuto conto della disuguaglianza di
Poincare´, Teorema 7.4.1 e Corollario 7.4.2)
N∑
i=1
(
∂u
∂xi
∣∣∣∣ ∂v∂xi
)
2
=
∫
Ω
∇u(x) · ∇v(x) dLN (x) ∀u, v ∈ W 1,20 (Ω) .
6.2 Proiezione su un convesso chiuso
Teorema6.2.1. (Teorema della proiezione (su un convesso, chiuso, non vuoto di uno
spazio di Hilbert))
Sia (H, |·|H) uno spazio di Hilbert; sia K ⊂ H convesso, chiuso e non vuoto. Allora
∀ f ∈ H ∃|u = uf ∈ K :
|f − u|H = minv∈K |f − v|H (= d(f,K)) . (1)
Inoltre u e` caratterizzato dalla seguente proprieta`:
u ∈ K
(f − u|v − u) ≤ 0 ∀ v ∈ K .
(2)
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Figura 6.1: Proiezione su un convesso chiuso
Dimostrazione. Esistenza.
Sia
d := inf
v∈K
|f − v|H .
Per le proprieta` dell’estremo inferiore esiste (vn) ⊂ K tale che
dn := |f − vn|H −−−−−→
n→+∞
d(
i.e. ∃ (vn) ⊂ K successione “minimizzante” per |f − ·|H
)
.
Posto u = f − vn e v = f − vm nell’identita` del parallelogramma, si ha∣∣∣∣f − vn + vm2
∣∣∣∣2
H
+
∣∣∣∣vm − vn2
∣∣∣∣2
H
=
1
2
(|f − vn|2H + |f − vm|2H)
e quindi ∣∣∣∣vm − vn2
∣∣∣∣2
H
=
1
2
(|f − vn|2H + |f − vm|2H)− ∣∣∣∣f − vn + vm2
∣∣∣∣2
H
.
Poiche´ vn, vm ∈ K eK e` convesso, risulta vn + vm
2
∈ K e quindi∣∣∣∣f − vn + vm2
∣∣∣∣
H
≥ d.
Pertanto
0 ≤
∣∣∣∣vm − vn2
∣∣∣∣2
H
≤ 1
2
(d2n + d
2
m)− d2
e quindi
∃ lim
n,m→+∞
|vn − vm|H = 0.
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Dunque la successione (vn) ⊂ K e` di Cauchy inH .
Poiche´H e` completo eK e` chiuso, esiste u = uf ∈ K tale che |vn − u|H −−−−−→n→+∞ 0.
Osservato che
d ≤ |f − u|H ≤ |f − vn|H + |vn − u|H ,
passando al limite per n→ +∞ risulta
|f − u|H = d.
Si e` dunque provata l’esistenza.
Proviamo adesso l’equivalenza: (2)⇐⇒ (1).
(2) =⇒ (1) Sia v ∈ K. Per il teorema di Carnot “generalizzato” si ha
|f − u|2H + |v − u|2H − 2(f − u|v − u) = |f − v|2H
e quindi, ricordando che per ipotesi (f − u|v − u) ≤ 0,
|f − u|2H − |f − v|2H = 2(f − u|v − u)− |v − u|2H ≤ 0
da cui
|f − u|H ≤ |f − v|H ∀ v ∈ K .
(1) =⇒ (2) Sia v ∈ K. Posto
w = (1− t)u + tv = u+ t(v − u) t ∈]0, 1],
si ha w ∈ K e per ipotesi
|f − u|H ≤ |f − w|H = |(f − u)− t(v − u)|H ,
da cui
|f − u|2H ≤ |f − u|2H + t2|v − u|2H − 2t(f − u|v − u)
e quindi
2(f − u|v − u) ≤ t|v − u|2H .
Passando al limite per t→ 0+ risulta
(f − u|v − u) ≤ 0.
Resta da provare l’unicita`.
Siano u1, u2 ∈ K tali che{
(f − u1|v − u1) ≤ 0
(f − u2|v − u2) ≤ 0
∀ v ∈ K.
In particolare {
(f − u1|u2 − u1) ≤ 0
(f − u2|u1 − u2) ≤ 0 ,
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da cui {
(f − u1|u2 − u1) ≤ 0
(u2 − f |u2 − u1) ≤ 0 ,
e quindi
0 ≤ (u2 − u1|u2 − u1) ≤ 0 ,
cioe`
u1 = u2.
Definizione6.2.2. Nelle ipotesi del teoremaprecedente definiamo l’operatore “pro-
iezione suK”
PK : H → K
f 7→ PK(f) = u (proiezione di f suK)
dove u e` l’unico elemento diK tale che
|f − u|H = minv∈K |f − v|H .
Corollario 6.2.3. Sia (H, | · |H)uno spazio diHilbert,M un suo sottospazio vettoriale chiuso
e sia f ∈ H ; allora u = PM (f) e` caratterizzato da
u ∈M
(f − u|v) = 0 ∀ v ∈M (i.e. (f − u) ⊥M , ovvero f − u e` ortogonale aM ).
(3)
Dimostrazione. Proviamo l’equivalenza: (3)⇐⇒ (2).
(3) =⇒ (2) Poiche´ u ∈M risulta
(f − u|v − u) = 0 ∀ v ∈M.
(2) =⇒ (3) Dall’ipotesi segue che
(f − u|λv − u) ≤ 0 ∀ v ∈M , ∀λ ∈ R
pertanto
λ(f − u|v) ≤ (f − u|u) ∀ v ∈M , ∀λ ∈ R
e quindi
(f − u|v) = 0 ∀ v ∈M.
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6.3 Duale di uno spazio di Hilbert. Teorema di rappre-
sentazione di Riesz-Fre´chet
Indichiamo con H ′ il duale (topologico) di H (i.e. lo spazio dei funzionali lineari e
continui suH). Sussiste il seguente fondamentale teorema che asserisce l’esistenza
di un isomorfismo isometrico traH eH ′.
Teorema 6.3.1. (Teorema di rappresentazione (di Riesz-Fre´chet))
Sia (H, | · |H) uno spazio di Hilbert; allora
∀φ ∈ H ′ ∃|uφ ∈ H : φ(v) = (uφ|v) ∀ v ∈ H,
inoltre si ha
|uφ|H = ‖φ‖H′
:= sup
v∈H
v 6=0
|φ(v)|
|v|H
 .
Dimostrazione. Sia φ ∈ H ′. Poniamo
M := φ−1 ({0}) .
M e` un sottospazio chiuso di H (sottospazio perche´ nucleo di φ lineare, e chiuso
perche´ immagine inversa, tramite φ continuo, del chiuso {0}).
SeM = H , risulta φ ≡ 0 e quindi basta prendere uφ = 0H per conseguire la tesi.
Supponiamo dunque M $ H e sia g0 ∈ H \M . Per il corollario precedente esiste
g1 = PM (g0) ∈M tale che
(g0 − g1|w) = 0 ∀w ∈M .
Proviamo che
(i) ∃ g /∈M : |g|H = 1, (g|w) = 0 ∀w ∈M .
Sia
g =
g0 − g1
|g0 − g1|H .
Si ha |g|H = 1, g /∈ M (se g ∈ M allora g0 = g|g0 − g1|H + g1 ∈ M , che e` assurdo) ed
inoltre
(g|w) =
(
g0 − g1
|g0 − g1|H
∣∣∣∣w) = 1|g0 − g1| (g0 − g1|w) = 0 ∀w ∈M.
Sia v ∈ H e proviamo che
(ii) v puo` essere decomposto nel seguente modo:
v = λg + w con λ ∈ R , w ∈M (quindi H = M⊥ ⊕M ) .
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Basta porre
λ :=
φ(v)
φ(g)
, w := v − φ(v)
φ(g)
g(
osserviamo che w ∈M perche´ φ(w) = φ(v) − φ(v)
φ(g)
φ(g) = 0
)
.
Ora
(g|v) =
(
g
∣∣∣∣φ(v)φ(g)g + w
)
=
(
g
∣∣∣∣φ(v)φ(g)g
)
+ (g|w) = φ(v)
φ(g)
(g|g) = φ(v)
φ(g)
|g|2H =
φ(v)
φ(g)
,
per cui, posto uφ = φ(g)g, si ha
φ(v) = (φ(g)g|v) = (uφ|v) ∀ v ∈ H.
Si e` dunque provata l’esistenza.
Per provare l’unicita`, siano u1, u2 ∈ H tali che
φ(v) = (u1|v) ∀ v ∈ H
φ(v) = (u2|v) ∀ v ∈ H.
Allora
(u1|v)− (u2|v) = 0 ∀ v ∈ H,
pertanto
(u1 − u2|v) = 0 ∀ v ∈ H
e in particolare
(u1 − u2|u1 − u2) = 0 ,
da cui
u1 = u2.
Resta da provare che
|uφ|H = ‖φ‖H′
dove
‖φ‖H′ = sup
v∈H
v 6=0
|φ(v)|
|v|H .
Poiche´
φ(v) = (uφ|v) ∀ v ∈ H,
dalla diseguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha
|φ(v)| = |(uφ|v)| ≤ |uφ|H · |v|H ∀ v ∈ H.
Pertanto
|φ(v)|
|v|H ≤ |uφ|H ∀ v ∈ H, v 6= 0
da cui segue che
‖φ‖H′ = sup
v∈H
v 6=0
|φ(v)|
|v|H ≤ |uφ|H .
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Osservato, inoltre, che preso v = uφ, si ha φ(uφ) = (uφ|uφ) e quindi
|φ(uφ)| = |uφ|2H
ovvero, osservato che |uφ|H 6= 0,
|φ(uφ)|
|uφ|H = |uφ|H ,
ne segue evidentemente la tesi.
6.4 Teoremi di Stampacchia e di Lax-Milgram
Definizione 6.4.1. Sia (H, | · |H) uno spazio di Hilbert reale.
Un funzionale bilineare
a(u, v) : H ×H −→ R
si dice
(i) continuo se esiste α > 0 tale che
|a(u, v)| ≤ α|u|H · |v|H ∀u, v ∈ H ,
(ii) coercitivo se esiste β > 0 tale che
a(u, u) ≥ β|u|2H ∀u ∈ H .
Teorema 6.4.2. (Teorema di Stampacchia)
Sia (H, | · |H) uno spazio di Hilbert reale; a(u, v) : H × H −→ R un funzionale
bilineare, continuo e coercitivo. SiaK un convesso chiuso non vuoto diH .
Allora
∀φ ∈ H ′ ∃|uφ ∈ K t.c. φ (v − uφ)− a (uφ, v − uφ) ≤ 0 ∀v ∈ K .
Inoltre, se a(u, v) e` simmetrico, allora uφ e` caratterizzato dalla proprieta`
uφ ∈ K
uφ minimizza
1
2a(v, v) − φ(v) ∀v ∈ K(
cioe`
1
2
a (uφ, uφ)− φ(uφ) = min
v∈K
{
1
2
a(v, v)− φ(v)
})
.
Procedendo come nella dimostrazione del Corollario 6.2.3, dal Teorema 6.4.2 segue
il seguente risultato.
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Corollario 6.4.3. (Teorema di Lax-Milgram)
Sia (H, | · |H) uno spazio di Hilbert reale; a(u, v) : H × H −→ R un funzionale
bilineare, continuo e coercitivo.
Allora
∀φ ∈ H ′ ∃|uφ ∈ H t.c. φ(v) = a (uφ, v) ∀v ∈ H
e risulta
|uφ|H ≤ β−1 ‖φ‖H′ .
Inoltre, se a(u, v) e` simmetrico, allora uφ e` caratterizzato dalla proprieta`
uφ ∈ H
uφ minimizza
1
2a(v, v) − φ(v) ∀v ∈ H(
cioe`
1
2
a (uφ, uφ)− φ(uφ) = min
v∈H
{
1
2
a(v, v)− φ(v)
})
.

